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フェルミ原子ガスの超流動転移温度 (Tc)は最高でフェルミ縮退温度 (TF) の
20%近くにも到達、これは TF = 10，OOo-100，OOO[K]の金属超伝導に対応させると、転



















ェルミ原子ガス超流動で使われている Li(原子番号3)、K (原子番号 19)を例にと
ると、
6Li:陽子 (3)+中性子 (3)+電子 (3)= 9 フェルミ原子
7Li:陽子 (3)+中性子 (4)+電子 (3)=10:ボーズ原子
3 9K :陽子 (19) +中性子 (20)+電子 (19)=58 
4 oK:陽子 (19) +中性子 (21) +電子 (19)=59 



















6 Li 1 F， Fz) = 11/2， :t 1/2) 










0フェルミ原子:W(Xl'X2) =仇(X1)丸(X2)ー仇(X2)丸(X1) : W(X2'~) = -W(Xl'X2) 
Oポーズ原子 W(Xl'X2)=仇(X1)丸(X2)+仇(X2)丸(X1) : W(X2，X1) = W(Xl'X2) 
この性質のため、フェルミ原子では、同じ量子状態を 2原子が占有することはできませ
ん。 この性質はパウリの排他原理と呼ばれます:


























と書いた際、 PFをフェルミ波数、 hPFをフェルミ運動量と呼びます。 h=1のスケー













































~ _. L3 N=2一一τ )~f(ε-μ)ð.p/1Py/lpz = 2一一.r dpxdpvdpzf(ε-μ). (2.10) (企.p)3~./ '-p .-，-rx-ry-rz -(2n')3J--rX--ry--rz./ '-p 
積分変数をエネルギーに変換して、



































，"" I ~ I )， (2.15) 121 εF ) 
が得られ、より高温では上図のように負の値をとります。 このような状況ではフェル
ミ分布関数は古典統計のボルツマン因子に帰着します:
f(ε一μ)回 eβ|刈eβe (2.16) 
次にポーズ粒子の場合を考えます。 化学ポテンシャルはやはり粒子数の式





























λ，.." 1/ PF. (2.21) 
























































スピンシングレツト(↑↓一↓↑)の場合:'Vは対称 = > g(-k) = g(k) 
スピントリプレット(↑↑、↓↓、↑↓+↓↑)の場合:lJfは反対称=>g(-k) = -g(k) 
波動関数を方程式に代入すると gの方程式が得られます:
互g(k)+ ): Vkk，g(k') = Eg(k) 
m k 
九，= f d3rV(r)eik-r 
(3.3) 
(3.4) 
特に、相互作用として接触型の引力 (V(r)= -VIδ(r) )を用いるとV枇，=-Vとなるので
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IE 1/2ωc:E <0 













































































































g(k < kF) =0， (3.18) 
という条件が課されます。 固有エネルギーをフェルミエネルギーとそこからのずれに
分けてE+2EFとかくと、シュレーディンガ一方程式は





















4Jra s (εF) V 














~ 1 吾、 1 V 品 1 ~ 4.mz 吾、 1
1-V ¥' -=-+ V、 1+ 、‘一 、-~æ ~2ε~ 1 ~2ε m ~æ 










ms(εF) _/_ '\~εF +E/21__ Ji-; -~êF+E/2 1= -----n-r/ p(εF)l












































K _.l._e 2kFa. 一-k F (3.30) 
強結合では (1/kFas > 0 ) 





















「分子形成温度 (Tつ」を与えます。 弱結合領域の場合、温度を下げていき、 T'" I 
EI程度になり(クーパ一対)分子が形成が起こるようになると、この分子の大きさ(波
動関数の広がり:K)は平均原子間距離(d'" 1 n1l3~ 1 h )に比べ非常に大きいため、
上の(1 )の議論から形成と同時に直ちにボーズ凝縮してしてしまうでしょう o まさ
にこれが弱結合BCS理論における超流動転移に相当し、
n 
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p p p p 
図4.2 :フォノンで媒介される相互作用。 実線は電子、鎖線はフオノン。
r(p，p'→p_q，p'+q)=J2 ， 1 +J2 、ノ (εP+ & p.)一(&p-q+ &p' +ωID) (εp + &p.)一(εP+&P'+q +ω'D) 





































open channel: 1 F，り=19/2， -9/2) + 19/2， -7/2) 




































































































'p = )~ (一向(有)仇(x2)仇(有)=方l仇(有) 私的) 私的)1. (5.1) 










'P = I n1， n2， n3， n4， n5， n6， n7 •• ・ H ・.) = 10110101…) (5.2) 
この表記法はデジタル的でどの状態に電子がいるか即座に分かりますが、例えば547
番目の状態に原子があると




に状態jの粒子を 1個つける生成演算子cjを考えます。 この演算子は Cjという消滅
演算子(こう呼ぶ理由は後に説明します。)のエルミート共役です。 これを用いて、








1 = (11) = (01c1 ci 10). (5.6) 
(<11=11>+=く01Cl)。 ここでIA>=c1c:10>という状態を考えると、真空と
の内積が1であることから IA>=IO>が得られます。 dが粒子を 1つ付け加える演
算子ですから、 C1はcJで、作った粒子を消滅させる演算子である、と理解できます。消
滅演算子は生成演算子のエルミート共役なので、やはり反交換関係を満たします:








に対してはCjIW(j = emp砂))= 0です。
次に、ある多粒子状態にcjci+cバ作用させたとします。 この場合、次の2つの
場合が考えられます:





( 2 )多粒子状態はi状態を含む:今度は2項目のみ寄与があります。 この時、
cjt cj 1 ¥')= (Cjt cj )ci…ふ..10)= (-l)P (cjt c;)cjt ci…(i = x)…10) = (-l)P cjtCi..(i = x)…10) 
(5.9) 
よって、 dを元の位置に戻すことで最初の波動関数に戻ります。
結局(1 )、(2 )の場合ともに、この演算子は状態に 1を作用させたものと等価
となりました。 よって、この演算子は次のように考えて良いことがわかります:
[Ci ，cj l+=Ci c:+cJci=1. (5.10) 
同様に、 c九+CjCJにG，jは異なる)対しては、
fCi ，cjt = cicj +ψ=0 (5.11) 
以上がフェルミ粒子に対する生成消滅演算子の基本的な性質です。 まとめると、生成
消滅演算子は次の反交換関係を満たします。
f cj， clL = f cj' ci L = 0 (5.12) 











f bJ ' bit L = f bj ，bi L = 0 ， (5.15) 

































































図5. 1 : 1粒子ポテンシャルの第二量子化での描像
運動エネルギーも 1粒子演算子で、その場合は












C ;ac paI p ) =1p ) . (5.27) 
従って、上の式は、「全エネルギー=(固有エネルギー)x (状態を占める粒子数)Jと
いうもっともらしい形になっています。 また、全粒子を与える演算子は





G =士三j)gij G 







V T"'¥ . 
G=一、.c1 .c1 












































もので、 two-channelmodel (coupled fermion-boson model)と呼ばれます。
H=~勺
pσ p，p.，q 

























V川 )=2g門叶)IF)→2叫己k↓IF) (6.1) 
IF>はフェルミ面まで↑↓スピンの粒子が詰まった状態で、次のように、対の集まり
として書くことが出来ます。





















C =IkluKLPK (6.6) 
















δN J(N)2 -(N2) 1 
・ - ~OC 一一一N N -.JN' (6.10) 





H= L(εp一μ)c;σcpσ4I2c;+J;'-JJpf' (6.11) 
の期待値を最小化することに相当します。 実際にこれを計算すると




(N) = ?a (c;〆pσ〉=22vi
なので
(6.13) 
(BCS IH IBCS) =ヂ p一川JZU川 νp，-uゆ2
これを、粒子数期待値一定の条件下で、 u2チv2=}に注意しつつ Vで、変分すると、
(6.14) 
2spuん =A(u!-v!)， (6.15) 
が得られます。 ここでごp 今一μ、





7 1川 1SD| 、
v-= -(l ffi--;:==== 





什(1+お) v2 =~パー とp ) 















































AzJZ|μ11/4り/4 ー ? ??? (6.27) 
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δN ~(N)2 _(N2) 1 Iゃ 1 /1ゃ企2
'v ¥ ¥ .J. 12') uγ-.::.. ./~ ¥-， α一一 (6.28)

































u. -o. V. -1 C:ε 〈ム-d. . 












np = (BCS Ic~cpo IBCS) = v~ = ~ /1一 IεP， ') • ') 1， (6紛





































|φ) = e J;;-bo 10)，‘ (6.37) 
と同じ形であることが分かります。 ボソンの超流動では、
~ . a2 U ~_， 
H = >:(三一一 μ治;bq+ ~ Lb;+qb;'_qbp.bp' 今 2m q q2pJ，q (6.38) 
に対し、
b。→ (b0 )， (6.39) 
として超流動 (BEC)秩序パラメータを記述します (Bogoliubov理論)。凝縮してい
るボソンの数は、






rbo，bJl = ~ g~(吋↑ら↑ -ω-k↓) (6.42) 
BCS状態にあるとして、その期待値の範囲(期待値をとることを前提に)で交換関係を評
価すると
rbo，bJl = ~g~(1 -2V~) (6.43) 
もし、右辺が正であれば、スケールしたボソン演算子:
B，、 1 b"‘ 










同=:? gi(1咋:?(1詰z)25 (6.46) 
これを BEC極限で評価すると、
今 00 1 N 











IF (μ)) = IT cl↑cjk↓10) ， 
ε〈 μ










川=-):手μ イ)+):きいの (6.52) 
今度は右辺は常に正です。 μ<0では一項目をOとすれば、この式は全域で使うこと
ができます。 よって、ボソンの交換関係を満たす演算子は、





























.'t 自号、‘ s 、，を， 3 4 
l/(kFas) 











Pl =(φt(円)φ(ろ)斗φ↑(ゆ)(φ(ろ) (6.58) 
ここで、 φ(r)はボソン場の演算子、また、矢印はらろを無限に引き離すことを表しま
す。 同時に、 BEC状態でのP1の最大固有値はオーダーN となり、この固有値が
condensate fraction noを与えます。 対応する規格化された固有関数をゆ(r)と書く




























??? 、????、 ，??? ， ? ?















cJ↑ι↓= (cI↑どk↓)+δAJ (7.2) 
相互作用は、 BCS状態に重要な対の重心運動量Oの部分のみ考えて、
U}:c;，ん↓C一山 =U}:((c;，ん↓)+凶)((c_p~ cpt) +仙)
=Udゲ2+U}:((ι仏C〈4ふ;L'マ↑んC



















Ep = Fe:ー μ)2+企2 (7.9) 
また、



























Eg = ~μ2 +企 2 (7.14) 
前章で見たように、 BEC極限では |μI>>sなので、


















内2-1，.5 喝l .(t5 V 診'.;: t.l 2 
l/(kFaJ 






ており、他方、 I BCS>理論で求まった |μI= 1I(2mas2)はこの半分の大きさでした
が、両者の違いは上の議論により解消されます。
励起にギャップがあることは状態密度に顕著に現れます。 ボゴロンの状態密度は、
~A(Ep)= fdw~ δ(ω -E p)A(ω) = fdwN(ω凶(ω)， (7.17) 
N(ω) = i:δ(ω一人)= f dt:p(ε)d(ω-E)， (7.18) 




o BCS領域 (μ>0) 
/ 0 
N(ω)=1， ? ;:=[p(.Jω2一企2+μ) + p(-.Jω2一企2+μ)] 
~'\/ω L _I1L 
o BEC領域 (μ<0) 
( 0ω<~112 +μ2 










N(ω) = I I空口 " LV 



































? ? ? ?
G 
o へ】J 今《-ヲ1.5 1 号、5
《び長iF
2 : BCS領域 (μ>0)とBEC領域 (μ<0)での









































ボソン原子 × O 超流動
O O フェルミ原子超流動




H = )~(ヂ24こ一 μゆ》阿即'P;bq戸九 +U χ)~b仰
γ 4 m P，小F女九て%q 
(7.23) 
に対し、
b。→ (bo)= F;， (7.24) 
として凝縮状態を記述、そこからの揺らぎを表すbq(q~ 0)について 2次まで残すと、
Hdg+(L-μ+抑o問。+与 )~r肌 +b_rþo1 q L.m L. '7' ー ーー (7.25) 
、.，.、ヲ'旬'ヲ.，
L. L. ~、







2 Un" ~ H=EI'+)~(三一 +Uno'P;bq + -~.u >:rb;b~p +b_pbp 1 ケ 2m q q24d 
これは、先のBCS理論の平均場ハミルトニアンと似た形をしています。これの対角化
は次のBogoliubov変換:
(7.28) bq=Upβp -vpβp+， 
(7.29) ν; -~(εpf。サ
? ? ? ?
???
? ??????





























(h。トF.e崎 (ho) = F.ei8 




企=1~ I ei8， (7.34) 
も同じ基底状態エネルギーを持ちます。 ただし、この時の基底状態は、
IBαト日(Uk+ vkC;↑山川 (7.35) 
これは、全体に位相因子がかかっているわけではないので、 IBCS>と量子力学的な意
味において同じ(規格化定数を実数にとったか複素数にとったかという本質的でない違












H =HBCS -u~ (ゅJ〉-M↓Cp+刊+(叫cLd (7.37) 
ここで、最後の項を摂動と捉えると、もし、つじつまがあっていれば、この振動により、
Aは最初に設定したように振動しているはずです。 そこで、線形応答を使って、この
摂動による(o:)= (C;+q/〆山↓)，(ゆq)=(~州 Cp+q/2t )，の変化を計算すると、
い(t)) = -U J dt ，((ゆ~(t); o: (t ヲ))(ゆ~(tツ)-UJdt'((ゆ~ (t); ゆ~/t ヲ))似 (t ツ)， (7.3紛
(針。)= -U Jdt'(似(t);o: (tヲ)仏(tヲ)-UJdt'((叫(t);oq (t ツ))(ゅ~(t)). (7.39) 
，ー. .，. 】ヲ司、
1..-Lー に、
(ゆ'q(t); o: (tツ)= -i8(t-tう(BCSI [久(tツ，o:(tツ]IBCS)， (7.40) 
です。 今、振動周波数を Qとするとフーリエ変換して、




、 ? ， ， ，
? ，
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(ゆq'ゅ;)Q= J dt(ゆq(t); o; (0)) eiQt (7.43) 
上の連立方程式が意味のある解(仏(Q))が有限)を持つための条件は、






(砂川I;)Q= A+B、 (ゅ;ゆq)Q=A-B、 (ゅJ;ゅ';)Q=(ゆq;ゆq)Q = C， (7紛
の形に書けて、
A=iz(1+長)Q'主主)2 (7.46) 
B=~f(を+去) Q' -(E~ (7.47) 
?
?













Hdq，Q)=-Y|1+| ケ~ ~， E+E_ ) (E+ +EJ2ー が' (7，50) 
'r't ( . 1= 1= -A2¥E +E nl1(q，Q) = -)~11+ 引与 | 今"~ ~， E+E_ ) (E+ +EJ2 _Q2 ' (7，51) 
n12(q， Q) = -n21附 (7.52) 
ここでは詳細は触れませんが、上の3つは超流動の揺らぎを記述する相関関数で、 (2






































Anderson -Bogoliubov mode Bogoliubov phonon 




v 、13. Anderson -Bogoliubov mode 
o BEC~:I!lIG: v. =~亨 Bogoliubov phonon 
ここで、 A1=2mは分子の質量、 no=N/2は凝縮分子数、



























































H= 2(εp一川σCpσ-qψ二↓+仁川Cp↑)+芸(イ+2v-叫ん (8.4) 
ここで、





IG)=lc:叫 Ib:BEC) ~ lJ [u，叫仏↓]e似 10)
は eì>kC!↑九叫b~
10)， (8.6) 
の形になります。 フェルミ原子部分は前章の Bogoliubov変換でAをcompositeorder 
parameterで置き換えたもので対角化できて、一粒子励起として、





となります。 つまり、 BCS領域 (μ>0)のギャップはクーパ一対のムではなく
composite order parameterで決まることになります。 クーパ一対を決める方程式は













l=(U十元二)}:-， 1~ (8.10) 
2"(ε 一μY+企
これは、前に求めたAに対するギャップ方程式と同じ形をしています。 また、
composite order parameterの式と、 A、Omの関係式から




















































broad Feshbach resonanceの場合は、前章で考えた singlechannel modelで議論でき
る(ただし2ν>>2μの領域)ことになります。 現在実験で観測されている、カ
















U + g2 
4Jl'as 2v-2μ 







N=21弘12+ ~r1-1 εp ー μ;:=-1，












、?， ， ，?? ， ???? ー ???????、 、
?
??

















っ ， ?? ?ヮ ?
「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J
ν→-∞で、す。 また、この BEC極限で得られる r2ν=2μJという結果は、 2ν くO
がフェルミ原子のバンドの底から測った共鳴分子の(静止)エネルギーで、あることから、
共鳴分子の束縛エネルギーと考えられ、 rBEC領域では 化学ポテンシャル (x2)が束縛

















輸6 斗 .2 。 ‘1‘ え る
v/ε 
|BCS I 
図8. 1 : narrow Feshbach resonanceの場合の化学ポテンシャル
のν依存性 (Un=O.léF、 g~ =0.5灯、カットオフ=
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F事 3 毛
(a) narrow Feshb ach resonance 












(b) broad Feshbach resonance 
(Un = O.02eF， g~ = 5eF) 
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図8.5 :化学ポテンシャル
broad Feshbach resonanceとsingle"channelmodel は、相互作用を散乱長でス
ケールすると両者ほとんど同じ結果を与えています o また、 narrowFeshbach 
resonanceの場合も、「一般化された散乱長」を用いると、化学ポテンシャルや凝縮ボ
ソン数の総和 (no+cDm2) はbroadFeshbach resonanceとの差異はほとんどありませ
ん。 compositeorder parameterの値も、BCS領域から lI(has)=O(unitarity limit)あ
たりまでは両者ほとんど同じです。 ただし、 BEC極限は
IN 
d.=企-gftm ^' -gftm = -g~1云(8.22)
















d =U}:(c;ん)=u}:((uρ;↑+収p~)(-vρp↑+u〆J (9.2) 
ここで、 Hがボゴロンで対角化されていることに注意すると、
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超流動の転移温度 Zは、この式でギャップムがOになる温度として決定されます:





8y _ 2k..a. Z=一εFe t e =0.61EFe2kFas. 
rce-
(9.8) 
ここでγ=1. 7 8です。 これと T=Oでのム
企(T= 0) =ふFe2kFa.， (9.9) 
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NzZ(〈σ寸 f[lートnh与| (9.12) 
は、転移温度 (d=0)で自由フェルミガスの粒子数の式











Q = -TlogZ . (9.15) 
今、 BCSモデルにおいて、ハミルトニアンを
H=Ho+Hl Ho= }:ιc;σCpσ， pσ 






eβH =eβHOR(β) ， (9.17) 
とおくと、 両辺をβで微分した方程式からR(β)が次のように求まります:
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ω= -T log(R(s)}o = -T [(R(向上-1] (9.24) 
ここで、<……'>cは期待値(<R(β)>0)を評価する際、ダイヤグラムで表現した場
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.4_ (J:{c!+q/点)己p+q/2↓作+)C_p'+q/2↓(τ )Cp'+q/2t(τ)}) 
= _4_ (ぇ {C!吋 /2↑(に)cLqJ札(Trトーp'+州 (τ )Cp'+q/2↑(τ)})。
-_4_ (ぇ(仏t(τJC_p'+q/2l(r )}o (ぇ(心川に)C_P'+q/2↑(τ)})。





運動量が保存される場合 (pヲ，')のみ残ります。 ここで、 1粒子フェルミ温度グリー
ン関数、
っ ???? ， ?
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Gpa (τ 一τ)= 一(~{以叫σ(グ)}o' (9.28) 
を導入すると、
δQl =uL fdτGM↑ο-τ+ )G_p+qI2ρ-τ+) (9.29) 
フェルミグリーン関数はr>Oとすると、具体的に計算するとわかるように、
GF(τ) = -e -~p (1-f (ι)) ， (9.3ω 
となります。 フーリエ変換は、 G(τ+s) = -G(τ)という「反周期性」に注意すると、
フェルミオン松原周波数と呼ばれる離散的な周波数:






δQ12U矛づZGFq/2↑(i叫 +ivn XJ-p+qI2↓川=uyH(帆 ). (9紛
ここで、
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Dp(iv，) = fd山刈=」7 (936) 
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ば、積分は A(z)の留数で決まることになります o 今の場合、極は
z = l;p+q/2 -iv"， -S-p+q/2にあるので、これらを拾うと、
や 1-f(sp+ql2) -f(spず 2)n(q，iv，) = -y 










図9.2 : Qに対する 2次の補正。 右の図は考慮しなくて良い。
この図で、破線は相互作用以実線は Gを表します。 例えば、左の図の外側の円は
G(τ1 --r2)G(τ2一τ1)' (9.4ω 
という過程を表現しています。 左の図と右の図の違いは、右図の場合、 2つの部分が
つながっていない、という点で、先ほどのく…..>cは、左図のような「つながった過
程 (connectedgraph) Jのみ考慮することを表します。 後は 1次の計算と同じで、結
果は
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N =NFO +T;'->. eiOvn >.l.TI(q，ivJ2 = NFO -T ~ >.eiOvn log[l-UTI(qルJ]. (9.43) 。μ併合1n a.Ll t:. 
または、散乱長で表現すると、



















N(BEC) = 2 >-nB(_:ι-μB)' 
今J '""2M 
(9.48) 
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$?2 引 1 . . sξ l=(U+~ー)y?tanh-4 
2v-2μ今J2~p 
粒子数の式は、先ず、平均場近似の範囲で
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図9. 5 : 2チャンネルモデルで計算された超流動転移温度の
BCS-BECクロスオーバー。 転移温度に関する限り、




山 o+NFO-T均戸IO+-[Uールーム川町qル)j. (9.53) 


























NBO = -2T).Do(q，ルn)eidvn= -T -s).log r久一(ぐ+2γ-2μ)leidvn ， (9.58) bf oμ勿 L ぜ J
とかけることに注意します。 これを粒子数の式に代入すると、
θn 
N =NB +NFO -T-f).eidvn log[l-UII(qルn)] 。μOf
ー~ ~相、、
<--<--l.、
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HHFB =)~ fd川 (r)rーム-μ+は(r)一ιF(r)lWσ(r)
γ J L-m ・ 4
-{利益(r河川町中h.c.1. (10.3) 
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図1O. 5 :局所状態密度。 秩序パラメータの空間分布は図 1O. 4の
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